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A K61007 sz. OTKA-pa´lya´zat szakmai za´ro´besza´molo´ja
Nagy elo˝rele´pe´st tettu¨nk a Leavitt-(u´t)algebra´k elme´lete´ben. A C∗-algeb-
ra´k elme´lete´ben a 70-es e´vekben vezette´k be a Cuntz-algebra´kat, e´s ezek
azo´ta is a kutata´sok homloktere´ben a´llnak. Az u´n. Elliott-program a Cuntz-
algebra´k e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ a´ltala´nos´ıta´saik topologikus K-elme´let seg´ıtse´ge´vel to¨r-
te´no˝ jellemze´se´t tu˝zi ki ce´lul. A Leavitt-algebra´k a Cuntz-algebra´k gyu˝ru˝el-
me´leti megfelelo˝i, amelyeket Leavitt 25 e´vvel kora´bban vezetett be. Jelen
kutata´saink sora´n sikeru¨lt ele´rnu¨nk az Elliott-program algebrai megfelelo˝je´t:
konkre´t genera´torok megada´sa´val bebizony´ıtottuk, hogy az L(1,n−1) Leavitt-
algebra´t egye´rtelmu˝en meghata´rozza az algebrai K0-csoportja a szabad cikli-
kus modulus a´ltal definia´lt K0-beli elem poz´ıcio´ja´val egyu¨tt. Minthogy a
Cuntz-algebra´k a megfelelo˝ Leavitt-algebra´k teljes burkake´nt is elo˝a´ll´ıthato´k,
aze´rt ezzel egyben u´j, teljesen algebrai e´s konstrukt´ıv bizony´ıta´st adtunk arra
a C∗-algebra´kro´l szo´lo´ nevezetes eredme´nyre, miszerint a Cuntz-algebra´kat
teljesen jellemzi a (topologikus) K-elme´letu¨k. Mo´dszeru¨nk az L(1,n−1) Leavitt-
algebra sza´mos automorfizmusa´nak konkre´t le´ıra´sa´ra ad leheto˝se´get. Bebizo-
ny´ıtottuk me´g egy, a Cuntz-algebra´k elme´lete´ben fontos e´s nagyon hasznos
egye´rtelmu˝se´gi te´tel (az u´n. Gauge-invariant Uniqueness Theorem) algebrai
va´ltozata´t, amely ege´sz sza´mokkal foksza´mozott algebra´k ko¨zo¨tti bizonyos
homomorfizmusok injektivita´sa´t garanta´lja. Ennek fo˝ alkalmaza´sake´nt el-
do¨ntheto˝, hogy bizonyos gra´fokhoz tartozo´ u´n. Leavitt-u´talgebra´k izomor-
fak-e, ennek seg´ıtse´ge´vel pedig megmutattuk, hogy Leavitt-u´talgebra´k egy
oszta´lya´ban a K-elme´letu¨k egye´rtelmu˝en jellemzi az algebra´kat.
A kommutat´ıv gyu˝ru˝k feletti ma´trixokra vonatkozo´ klasszikus Cayley–
Hamilton-te´tel jelento˝se´ge ko¨zismert. A PI-gyu˝ru˝k elme´lete´ben a T-pr´ım T-
idea´lok le´ıra´sa mutatja a Grassmann-algebra feletti ma´trixok e´s szuperma´tri-
xok fontossa´ga´t. A Grassmann-algebra e´s me´g a´ltala´nosabban Lie-nilpotens
gyu˝ru˝k feletti ma´trixokra ma´r kora´bban sikeru¨lt invaria´ns Cayley–Hamilton-
azonossa´got tala´lnunk. Ennek a munka´nak a folytata´sake´nt invaria´ns balol-
dali e´s jobboldali Cayley–Hamilton-azonossa´got adtunk meg tetszo˝leges gyu˝-
ru˝ feletti n × n-es ma´trixokra, generikusan megkonstrua´lhato´ kommuta´tor-
elemeket tartalmazo´ ma´trix egyu¨tthato´kkal. Itt a ma´trix egyu¨tthato´k megje-
lene´se u´jdonsa´gnak sza´mı´t, ennek ellene´re a klasszikus te´tel eredme´nyu¨nk
egyszeru˝ specia´lis eseteke´nt ado´dik. A Cayley–Hamilton-azonossa´got e´s az
ezzel rokon algebraicita´s fogalma´t is haszna´ltuk ma´trixgyu˝ru˝k bizonyos neve-
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zetes re´szgyu˝ru˝inek a vizsga´lata´ban abbo´l a szempontbo´l, hogy ezek a re´sz-
gyu˝ru˝k za´rtak-e az inverz ke´pze´se´re. Egy baloldali Noether-gyu˝ru˝ feletti
teljes ma´trixgyu˝ru˝nek minden, a skala´ris ma´trixokat tartalmazo´ re´szgyu˝ru˝je
za´rt az inverz ke´pze´se´re. Hasonlo´ a´ll´ıta´s e´rve´nyes egy Lie-nilpotens gyu˝ru˝
feletti teljes ma´trixgyu˝ru˝re. Ezek a´ltala´nos´ıta´sake´nt igazoltuk, hogy tetszo˝le-
ges PI-gyu˝ru˝ feletti teljes ma´trixgyu˝ru˝nek az u´n. struktura´lis re´szgyu˝ru˝i
za´rtak az inverz ke´pze´se´re. Arra is ra´mutattunk, hogy egy alapgyu˝ru˝ feletti
bizonyos me´retu˝ teljes ma´trixgyu˝ru˝n teljesu¨lo˝ Dedekind-ve´gesse´gi felte´tel
mike´ppen befolya´solja az ugyanezen alapgyu˝ru˝ feletti le´nyegesen nagyobb
me´retu˝ struktura´lis ma´trixgyu˝ru˝knek az inverzke´pze´se´re valo´ za´rtsa´ga´t e´s
Dedekind-ve´gesse´ge´t. Ko¨zismert (ba´r nehezen la´thato´ be), hogy a Dedekind-
ve´gesse´g nem o¨ro¨klo˝dik egy gyu˝ru˝ro˝l a felette vett 2×2-es teljes ma´trixgyu˝ru˝re
sem; tudoma´sunk szerint egyik te´telu¨nk az elso˝ olyan eredme´ny, amely a
Dedekind-ve´gesse´g bizonyos o¨ro¨klo˝de´se´t garanta´lja.
Cayley–Hamilton t´ıpusu´ azonossa´got tala´ltunk a Lie-feloldhato´sa´g azo-
nossa´ga´t teljes´ıto˝ gyu˝ru˝k feletti 2× 2-es ma´trixokra. A skala´r egyu¨tthato´kat
a szo´ban forgo´ ma´trix hatva´nyainak e´s azok bonyolultabb szorzatainak a
nyoma´t felhaszna´lva kapjuk. Azt is megmutattuk, hogy ke´t kvadratikus
elem a´ltal genera´lt algebra bea´gyazhato´ az alaptest algebrai leza´rtja feletti
egyva´ltozo´s polinomgyu˝ru˝ teljes 2 × 2-es ma´trixalgebra´ja´ba. Eredme´nyeket
nyertu¨nk az eml´ıtett ke´t elem a´ltal genera´lt algebra centruma´ro´l is. Ez a
munka ahhoz a kora´bban vizsga´lt ke´rde´shez is kapcsolo´dik, hogy lehet-e a
teljes ma´trixalgebra´t ke´t idempotens elemmel genera´lni. Nyilva´nvalo´ ko¨vet-
kezme´nyke´nt kapjuk, hogy a (test feletti) 3× 3-as e´s az enne´l nagyobb teljes
ma´trixalgebra´t nem lehet ke´t kvadratikus elemmel genera´lni.
Sikeru¨lt le´ırnunk a 2×2-es u´n. a´ltala´nos´ıtott felso˝ ha´romszo¨g ma´trixgyu˝-
ru˝k automorfizmuscsoportja´t a ma´trix diagona´lisa´nak elso˝, ill. ma´sodik he-
lye´n le´vo˝ elemekbo˝l a´llo´ ero˝sen felbonthatatlan gyu˝ru˝k e´s a ma´trix bal felso˝
2 × 2-es sarka a´ltal meghata´rozott blokkfelbonta´sban szereplo˝ bimodulus
automorfizmuscsoportja´nak a seg´ıtse´ge´vel.
Formula´t adtunk az idea´lok sza´ma´ra az olyan n × n-es felso˝ ha´romszo¨g
ma´trixgyu˝ru˝kben, amelyekne´l az alapgyu˝ru˝ idea´ljainak a ha´lo´ja ve´ges la´ncok
direkt szorzata. Ilyen formula (Catalan-sza´mokkal) eddig csak a test feletti
felso˝ ha´romszo¨gma´trixok esete´ben volt ismert.
Sikeru¨lt megadni a linea´ris algebra ne´ha´ny alapveto˝ fogalma´nak e´s ered-
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me´nye´nek ha´lo´elme´leti a´ltala´nos´ıta´sa´t. Vektorte´r helyett az alterek ha´lo´ja´t,
linea´ris leke´peze´s helyett az alte´rha´lo´n terme´szetes mo´don induka´lt leke´peze´st
tekintju¨k. I´gy leheto˝ve´ va´lik bizonyos ha´lo´morfizmusokra bizony´ıtani a di-
menzio´te´telt, a Fitting-lemma´t e´s nilpotens esetben a Jordan-fe´le norma´lalak-
ro´l szo´lo´ te´telt is. Ko¨vetkezme´nyke´nt egy tetszo˝leges gyu˝ru˝ feletti fe´ligegysze-
ru˝ modulus nilpotens endomorfizmusainak teljes jellemze´se´t kapjuk a Jordan-
norma´lba´zis felhaszna´la´sa´val. A klasszikus esetben egy ma´trix centraliza´tora´-
nak e´s dupla centraliza´tora´nak a meghata´roza´sa a Jordan-fe´le normalalak
seg´ıtse´ge´vel to¨rte´nik. I´gy nem meglepo˝, hogy a fenti eredme´nyeket sikeru¨lt
bizonyos nem kommutat´ıv gyu˝ru˝k feletti ma´trixok, illetve modulus-endomor-
fizmusok centraliza´torainak a le´ıra´sa´hoz felhaszna´lnunk. Loka´lis gyu˝ru˝k felet-
ti fe´ligegyszeru˝ modulusok esete´n teljes jellemze´st adtunk egy tetszo˝leges
nilpotens endomorfizmus centraliza´tor- e´s dupla centraliza´tor-algebra´iro´l. A
centraliza´torban teljesu¨lo˝ polinom-azonossa´gokro´l is sikeru¨lt eredme´nyeket
kapnunk, so˝t, a klasszikus esetben a PI-foksza´mra is pontos e´rte´ket nyertu¨nk.
Fontos eredme´nyeket e´rtu¨nk el a kommutat´ıv gyu˝ru˝k oszthato´sa´gi elme´le-
te´ben. Itt a ma´r kora´bban bevezetett, de eddig alig vizsga´lt Bezout-monoidok
la´tszanak kulcsszereplo˝nek. Velu¨k axiomatikusan vizsga´lhato´ nemcsak a Be-
zout-gyu˝ru˝k, hanem a´ltala´nosabban a Fuchs La´szlo´ a´ltal bevezetett aritmeti-
kai gyu˝ru˝k ve´gesen genera´lt idea´ljainak multiplikat´ıv elme´lete is. (Az uto´bbi
oszta´ly maga´ban foglalja a fe´ligo¨ro¨klo˝do˝ gyu˝ru˝ket.) Vizsga´lataink arra az
e´szreve´telre e´pu¨lnek, hogy a re´szbenrendezett struktu´ra´k le´ıra´sa´ban szoka´sos,
minden szu˝ro˝re alapozott felbonta´s itt nem alkalmas, ezek helyett a szorza´sra
is za´rt m-pr´ım szu˝ro˝ket kell alapul venni. Le´ırtuk a faktorke´pze´ssel, ill. a
lokaliza´la´ssal keletkezo˝ homomorfizmusokat, majd ezek felhaszna´la´sa´val az
o¨sszes homomorfizmusra adtunk le´ıra´st. Ennek e´rdekesse´ge, hogy a Bezout-
monoidok kongruencia´it a 0 e´s az 1 oszta´lya egyu¨ttesen hata´rozza meg.
Felbonta´si te´telt adtunk a szemipr´ım Bezout-monoidokra, megmutatva, hogy
a minima´lis spektrumuk kompakt. A pr´ım spektrum, ill. a maxima´lis
spektrum felhaszna´la´sa´val Grothendieck-fe´le e´s Pierce-fe´le ke´vefelbonta´st is
bizony´ıtottunk minden Bezout-monoidra. Ta´vlati ce´lunk a reprezenta´cio´s
proble´ma megolda´sa: elo˝a´ll´ıthato´-e minden Bezout-monoid valamely Bezout-
gyu˝ru˝ oszthato´sa´gi fe´lcsoportjake´nt? Ez ira´nyban megmutattuk, hogy ba´r-
mely fe´ligo¨ro¨klo˝do˝ Bezout-monoid elo˝a´ll´ıthato´ egy fe´ligo¨ro¨klo˝do˝ Bezout-gyu˝-
ru˝ oszthato´sa´gi fe´lcsoportjake´nt. Elja´ra´st adtunk me´g fe´ligo¨ro¨klo˝do˝ Bezout-
monoidok konstrua´la´sa´ra egy ha´lo´szeru˝en rendezett Abel-csoport e´s annak
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(nem felte´tlenu¨l ku¨lo¨nbo¨zo˝) idempotens endomorfizmusaibo´l a´llo´ Boole-algeb-
ra seg´ıtse´ge´vel.
Gyu˝ru˝k radika´leme´lete´nek egy u´jabb, meglepo˝ kapcsolata´t tala´ltuk. A
katego´ria´kat az
”
ideg” funktor seg´ıtse´ge´vel szimplicia´lis halmazke´nt tekintve
kiterjesztettu¨k a faktoriza´cio´s rendszer fogalma´t egy katego´ria morfizmusairo´l
egy tetszo˝leges szimplicia´lis halmaz 1-szimplexeire. Megmutattuk, hogy ha
ezt a konstrukcio´t egy alkalmas (pl. fe´lig-Abel) katego´ria ro¨vid egzakt soroza-
tainak alkalmasan definia´lt szimplicia´lis halmaza´ra alkalmazzuk, akkor e´ppen
a Kuros–Amitsur radika´l fogalma´t kapjuk. Ma´s szo´val, a faktoriza´cio´s rend-
szerek e´s a Kuros–Amitsur radika´lok egyara´nt egy szimplicia´lis halmazok
seg´ıtse´ge´vel definia´lt fogalom specia´lis esetei.
Bebizony´ıtottuk Zassenhaus sejte´se´nek gyeng´ıtett va´ltoza´t, az u´n. Kim-
merle-sejte´st a sporadikus egyszeru˝ M12 Mathieu-csoport esete´ben. A bizo-
ny´ıta´sban fontos szerepet ja´tszik a Luthar e´s Passi a´ltal bevezetett mo´dszer,
valamint a ve´ges p-csoportok Gruenberg–Kegel-gra´fja. A ma´r eml´ıtett Lu-
thar–Passi mo´dszerrel bela´ttuk Kimmerle sejte´se´t a sporadikus egyszeru˝ Hig-
man–Sims-csoportra a csoportgyu˝ru˝je normaliza´lt egyse´gcsoportja´nak a vizs-
ga´lata´val. Ha K pozit´ıv karakterisztika´ju´ test e´s a KG csoportalgebra Lie-
nilpotens, akkor a felso˝ (ill. also´) Lie-nilpotencia-index legfeljebb eggyel na-
gyobb, mint a kommuta´torcsoport rendje. Ismertek voltak azok a csoportok,
amelyekre a fent eml´ıtett indexek maxima´lisak vagy majdnem maxima´lisak.
Most meghata´roztuk azokat a csoportokat, amelyekre ezek az indexek az ezt
megelo˝zo˝ e´rte´ket veszik fel.
Egy Abel-csoportok ko¨zti epimorfizmus λ-tiszta, ha projekt´ıv minden λ-
na´l kevesebb elemmel genera´lt Abel-csoportra ne´zve. Bebizony´ıtottuk, hogy
nem megsza´mla´lhato´, regula´ris λ-ra egy kotorzio´csoport λ-tiszta projekt´ıv
dimenzio´ja pontosan akkor nagyobb 1-ne´l, ha a torzio´mentes re´sze´nek sza´mos-
sa´ga legala´bb λ. Ez Muro, Neeman e´s Rosicky´ ke´rde´se´hez kapcsolo´dik: van-
e olyan gyu˝ru˝, amely felett minden λ-ra le´tezik egyne´l nagyobb λ-tiszta
dimenzio´ju´ modulus? (Belee´rtve a megsza´mla´lhato´ ve´gtelen sza´mossa´got is.)
Mint ismeretes, felu¨letszingula´rita´sok felolda´saiban a fu¨ggve´nyek multipli-
cita´sa a kive´teles divizio´kon filtra´la´st induka´l a fu¨ggve´nyek gyu˝ru˝je´n, so˝t, az
univerza´lis Abel-lefede´s fu¨ggve´nyeinek gyu˝ru˝je´n is. Splice-quotient szingula-
rita´sok esete´n az univerza´lis Abel-lefede´s fu¨ggve´nygyu˝ru˝je sze´p egyenletrend-
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szerrel definia´lhato´ (a konvergens hatva´nysorok gyu˝ru˝je´ben). Megmutattuk,
hogy ez a filtra´la´s monomia´lis: azaz egy hatva´nysor pontosan akkor van
benne a filtra´la´s egy szintje´ben, ha a hatva´nysor tagjai (monomok) is a
filtra´la´s ugyanazon szintje´n vannak. (A monomokro´l ko¨nnyu˝ eldo¨nteni, hogy
a filtra´la´s mely szintjein vannak.) Ezzel a filtra´la´s algebrai-kombinatorikai
nyelven le´ırhato´, e´s csak a szingularita´s topolo´giai tulajdonsa´gaito´l fu¨gg,
az analitikus tulajdonsa´gokto´l nem. A maxima´lis idea´l hatva´nyai alkotta
filtra´la´s viszont az analitikus tulajdonsa´gokto´l is fu¨gg, amint azt egy egyszeru˝
pe´lda´n megmutattuk. Ez e´rze´keny az egyenletrendszerben a magasabb foku´
tagokra, amelyek a topolo´gia´t nem befolya´solja´k.
A 12 e´ve bevezetett e´s azo´ta alapveto˝en fontosnak bizonyult fe´lig-Abel
katego´ria´k elme´lete´ben to¨bb jelento˝s eredme´nyu¨nk szu¨letett. Ezek alapja
az a felismere´s, hogy az Ursini a´ltal a 70-es e´vekben bevezetett univerza´lis
algebrai idea´lelme´let e´ppen a fe´lig-Abel varieta´sokro´l e´s azok egy ko¨zvetlen
a´ltala´nos´ıta´sa´ro´l szo´l. Megfeleltete´st le´tes´ıtettu¨nk az univerza´lis algebrai
idea´lelme´let fogalmai e´s eredme´nyei, valamint katego´riaelme´leti fogalmak
e´s eredme´nyek ko¨zo¨tt – itt olyan ke´rde´sekro˝l van szo´, amelyek egy re´sze
a ke´t algebrai a´gnak ege´szen a kezdete´ig nyu´lik vissza, de a kapcsolatukra
ida´ig nem deru¨lt fe´ny. To¨bb, megleheto˝sen technikainak tu˝no˝ univerza´lis
algebrai fogalom katego´riai megfelelo˝je egyszeru˝, ko¨nnyen e´rtheto˝. E te´ren a
legmeglepo˝bb eredme´nyu¨nk az, hogy az idea´lok e´ppen a norma´lis re´szalgebra´k
(= kongruencia-magok) homomorf ke´pei, e´s ez minden ba´zisponttal ella´tott
regula´ris katego´ria´ban igaz.
A fe´lig-Abel katego´ria´k u´n.
”
re´gi t´ıpusu´” axio´marendszere´ben nem volt
vila´gos, hogy a Hofmann-axio´ma fu¨ggetlen-e a to¨bbi axio´ma´to´l. Most sike-
ru¨lt ezt igazolnunk: a Hofmann-axio´ma elhagya´sa´val megmaradt axio´ma-
rendszer a´ltal definia´lt katego´ria´kat univerza´lis algebrai analo´gia nyoma´n
idea´l-meghata´rozott katego´ria´knak nevezve egy univerza´lis algebra´bo´l sza´r-
mazo´ pe´lda azt mutatja, hogy az ilyen katego´ria´k nem felte´tlenu¨l Malcev-
katego´ria´k, ı´gy nem lehetnek fe´lig-Abelek. Megmutattuk azt is, hogy me´g a
Malcev-fe´le idea´l-meghata´rozott katego´ria´k sem felte´tlenu¨l fe´lig-Abel katego´-
ria´k, so˝t, ez me´g akkor sem igaz, ha csak algebra´k varieta´saira szor´ıtkozunk.
A fe´lcsoportok struktu´raelme´lete´ben az egyik legfontosabb eszko¨z a leg-
nagyobb fe´lha´lo´felbonta´s. Ez funktor, amely egyben az a´ltala´nos Kuros–
Amitsur radika´lelme´let egyik kiemelt pe´lda´ja is. Mindezek ismerete´ben meg-
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lepo˝, hogy eddig me´g nem vizsga´lta´k a legnagyobb fe´lha´lo´felbonta´s katego´ri-
kus tulajdonsa´gait. Az adjunga´lt funktor te´tel e´rtelme´ben a legnagyobb fe´l-
ha´lo´felbonta´s funktora mego˝riz minden kolimeszt, a ke´rde´s teha´t az, hogy
mely limeszek o˝rzo˝dnek meg. Ezt megvizsga´lva azt tala´ltuk, hogy a va´lasz
legto¨bbszo¨r negat´ıv, de bizonyos esetekben mego˝rzo˝de´st is tudtunk igazolni.
I´gy pl. megmutattuk, hogy ez a funktor mego˝rzi a ve´ges (direkt) szorzatokat,
de nem minden ve´gtelen (direkt) szorzatot.
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